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(Durée : 2 h  de cours)  
Introduction : « La musique est un exercice caché d’arithmétique, l’esprit n’ayant pas conscience qu’il est en train de compter » Leibniz 1712. Quels liens existe-t-il entre la musique et les nombres ? 
I°) La musique, un art organisé : 
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      Une note correspond à la hauteur d’un son, elle est donc caractérisée par la fréquence du fondamental en Hz.  
	
	Exemples d’intervalles consonants

	L

L’écoute de différents intervalles musicaux provoque des sensations plus

 ou moins agréables. Les sons consonants (qui « sonnent bien ») sont liés

à des rapports simples d’entiers. Ils ont alors des harmoniques communs.


	Nom de l’intervalle
	Rapport de fréquences

	
	Unisson
	1/1

	
	Octave
	2/1

	
	Quinte
	3/2

	
	quarte
	4/3


Deux notes séparées d’une octave correspondent à une même note, à des hauteurs différentes (donc fréquences différentes). 
Exemple :  https://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Ondes/son/analyseur.php 
Le sol à 392 Hz  est le double du sol à 196 Hz, on a un intervalle entre les deux notes qui est une octave (8 notes pour retomber sur le double de la première). 
II°) La construction des gammes : https://www.geogebra.org/m/gq4ewapb#material/phtkrcuy 
      a°) La gamme de Pythagore : dés l’Antiquité, la construction des gammes est basée sur des fractions  simples (2, 3/2, 4/3 
                ….). En effet des sons dont les fréquences sont dans ces rapports simples sont consonants, c’est-à-dire qu’ils provoquent 
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                une sensation agréable à l’écoute. 
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   b°) Construction d’une gamme avec le cycle des quintes : 
· On construit la gamme à partir d’un son de fréquence f0.

· On multiplie cette fréquence par 3/2 pour former une première  quinte de fréquence 
       f1=3/2
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f0
· On trouve la quinte suivante en multipliant la fréquence de, la note précédente par 3/2. 
        Si la fréquence obtenue n’est plus dans l’intervalle [f0 ; 2f0 ], ce qui est le cas puisque 

        ………………………………………on la « ramène » dans l’octave en  divisant par 2 
        On obtient une nouvelle note f3=9/8 
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f0
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On continue ce procédé jusqu’à obtenir une (n + 1)e note  de fréquence voisine de 2f 0.
· En l’identifiant à f0, on obtient ainsi  une gamme de n notes réparties dans l’octave (2fo)
(voir ci-dessous hauteur de la note construite avec octave)
	Gamme de  Pythagore à 7 notes. La 5e note (n=5 de fréquence 243/128
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f ≈ 2f « reboucle » presque.  
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	Fréquence  
	
	f0
	1,5 f0
	          1,1f0
	1,7 f0
	…………….
	1,9f0
	1,4f0
	………..
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c°) Gammes à 5, 7 et 12 notes  et quinte de Loup : 
    En procédant comme indiqué dans le tableau ci dessus, on se trouve assez près de l’octave (double de la fréquence de départ au bout 
    de 5 puis 7 puis 12 quintes (Voir en gras dans le tableau) . Il n’est donc pas  possible de retomber exactement sur l’octave. 
    Pendant des siècles, les musiciens ont employé des gammes à 7 et 12 notes.
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Fig. 5 : Les gammes de
Pythagore a 7 et 12 notes.



 

[image: image41.wmf]La quinte du loup : il n’est pas possible de retomber exactement sur l’octave ; pour retomber sur l’octave il faut raccourcir la dernière quinte du cycle (voir ci-dessous octave à 12 notes surplus comma ). Comme son rapport de fréquence ne vaut plus exactement 3/2, elle sonne faux c’est la quinte du Loup. 
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Fig. 6 : La quinte du loup.



     https://www.youtube.com/watch?v=cTYvCpLRwao 

d°) La gamme tempérée : un compromis nécessaire 
       https://www.geogebra.org/m/gq4ewapb#material/cuj2xdfs 
Pour régler le problème de la dernière quinte fausse (quinte du Loup), on met au point la gamme tempérée. Si l’on veut une gamme à 12 notes à partir de la note de départ de fréquence fondamentale f0 , on divise l’octave en 12 intervalles égaux de rapport r. 
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-  La musique ou l’art de faire entendre des nombres :  (chapitre  2 son et musique porteurs d’information  ou chapitre 7 de l’année)  -





























f0              f1            f2         f3            f4                f5              f6            f7          f8        f9          f10              f11            f12  





             Le modèle qui s’impose à partir de XVIIIe siècle est la gamme tempérée, qui permet de transposer une mélodie dans toutes les 


    tonalités sans la déformer. La gamme tempérée à 12 notes est une gamme dont tous les  intervalles sont égaux. L’intervalle  entre 


                  deux notes successives de la gamme est égal à la racine douzième de 2 : �EMBED Equation.3��� ≈ 1,05946…





Si fn est la fréquence de la n-ième note, alors on doit avoir � EMBED Equation.3  ��� alors f1=r� EMBED Equation.3  ���f0     f2=r� EMBED Equation.3  ���f1=r2� EMBED Equation.3  ���f0    et donc fn=rn� EMBED Equation.3  ���f0  .


Si l’on veut une gamme de 12 notes, il faut que la 12 ième note (en considérant la première f0) soit l’octave de la première donc que f12=2� EMBED Equation.3  ���f0� EMBED Equation.3  ���donc que avec la relation précédente f12=2� EMBED Equation.3  ���f0 = r12� EMBED Equation.3  ���f0  soit r12=2 ce qui fait un rapport de r=� EMBED Equation.3  ���=1,05946….� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���





�





f0                  1,1f0          …..      1,4f0           1,5f0           1,7f0        1,9 f0      ……





   Le rapport� EMBED Equation.3  ��� entre deux notes de fréquences f1 et f2 telles que f2 >f1 s’appelle l’intervalle en musique.


 En musique, l’intervalle entre deux sons correspond au ………... de leurs fréquences fondamentales. Lorsque l’intervalle entre 


     deux notes vaut 2, cet intervalle s’appelle une …………….





�





Exemple : Dans la gamme de Pythagore à 12 notes, l’intervalle entre le mi# (dernière note de la gamme) et le fa est d’environ 1,0136 (au lieu de 1).























Les gammes de Pythagore à 7 et 12 notes





Principe du cycle des quintes





�





                  Les gammes dites de Pythagore sont créées par une succession de quintes (caractérisées par une multiplication de la fréquence


                   par …………) et de réductions à l’octave (caractérisées par une division de la fréquence par …………).
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